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Twierdzenie Pitagorasa

Tekst artykutu jest skrotem artykutu ,Twierdzeni#aBorasa” zamieszczonego w polskiej edyc;ji
wikipedii http://pl.wikipedia.org/wiki/TwierdzenieRitagorasa

wierdzenie Pitagorasa — jest twierdzeniem geomedtiklidesowej, ktére w naszym

(zachodnio-europejskim) égu kulturowym przypisywane jestjacemu w VI wieku p.n.e.
greckiemu matematykowi i filozofowi Pitagorasowhatiaz niemal pewne jeste znali je przed
nim staraytni Egipcjanie. Wiadomo fe ze jeszcze przed Pitagorasem znano je w sfargch
Chinach, Indiach i Babilonii.

1. Teza

W dowolnym trojlgcie prostoktnym, suma pol kwadratow zbudowanych na
przyprostolgtnych tréjkata prostoktnego réwna jest polu kwadratu zbudowanego na
przeciwprostoktnej tego trojigta.

lub

W trojkacie prostoktnym suma kwadratéw dituga przyprostoktnych jest réwna
kwadratowi dtugéci przeciwprostoitnej tego trojigta.

2. Interpretacja

Rysunek 1. Interpretacja twierdzenia Pitagorasa



Oto interpretacja geometrycznazéd na bokach trojta prostoktnego zbudujemy
kwadraty, to suma pol kwadratéw zbudowanych na gnastoktnych tego trojkta jest
réwna polu kwadratu zbudowanego na przeciwprast@k W sytuacji na rysunku obok:

suma pol kwadratow “fioletowego" i “zielonego” jedtvna polu kwadratu "czerwonego”.

3. Dowody

Liczba r&nych dowodow twierdzenia Pitagorasa jest przytiacza wedtug
niektérych zrodet przekracza 350. Euklides w Elementach podefe osiem, kolejne
pojawialy s¢ na przestrzeni wiekow i pojawigiz po dni dzisiejsze.

Niektore z dowodow gczysto algebraiczne (jak dowod z podaéligva trojlgtow),
inne maj forme¢ uktadanek geometrycznych (prawdopodobny dowodgBitsa), jeszcze
inne oparte § 0 réwnaci pél pewnych figur. Zaprezentujemy tu jedyniekkilwybranych
dowodéw, do innych podajemy odsytacze nadoartykutu.

3.1. Dowadd ukiadanka

Dany jest tréjlgt prostoktny o bokach diugi a,b i ¢ jak rysunku z lewe;j.
Konstruujemy kwadrat o boku diugm a + b w sposéb ukazany na rysunku z lewej, a
nastpnie z prawej. Z jednej strony pole kwadratu rovjest sumie pol czterech trajidw
prostolgtnych i kwadratu zbudowanego na ich przeciwpragtofch, z drugiej zarbwne jest
ono sumie pal tych samych czterech tafdikv i dwdch mniejszych kwadratéw zbudowanych
na ich przyprostaknych. Sid wniosek, ze pole kwadratu zbudowanego na

przeciwprostoktnej jest rowne sumie pol kwadratow zbudowanycpmgprostoktnych.

a

Rysunek 2. Dowdd twierdzenia Pitagorasa



Szczepan Jebski w kshzce Sladami Pitagorasa przypuszcza, w ten sposob mogt
udowodné swoje twierdzenie sam Pitagoras.

Powyzszy dowdd, ché prosty, nie jest elementarny w tym sengeejego poprawni
wymaga uprzedniego uzasadnienia, pole kwadratu zimnego z trojgtow i mniejszych
kwadratow jest rowne sumie pol tych figur. kosk to wydaw@ oczywiste, jednak dowod
tego faktu wymaga uprzedniego zdefiniowania po&preyktad poprzez konstrukciniary

Jordana.

3.2. Dowdd przez podobig@stwo (szkolny)
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Rysunek 3. Dowdd twierdzenia Pitagorasa przez podanstwo

Jest to jeden z dowoddéw podanych przez Euklidegapreystuje on podobiestwo
trojkatow. Zauwamy, ze na rysunku obok trGgky: "duzy" — AABC, "rézowy" — AADC |
"niebieski" —ADBC s podobne. Niech | AB | =c, | BC | =ai | AC |.=Mpzna napisa

proporcje:
| DB | :a = a:c,
| AD | :b = b:c.
Stad:
a’ =c-|DB]
b =c-|AD|

| po dodaniu stronami:

a’ +b* =c-|DB| +c-|AD| = ¢(|DB| + |AD|) = ¢



3.3. Dowdd czysto geometryczny
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Rysunek 4. Geometryczny dowdd twierdzenia Pitagoras

Nastpujacy dowod znajduje si w Elementach Euklidesa i oparty jest na
spostrzeeniu, ze pola dwu mniejszych kwadratéw zbudowanych na grastoktnych
trojkata prostoktnegoAABC s3 rowne polom odpowiednich prostgkw na jakie wysoka
CD dzieli kwadrat zbudowany na przeciwprosioie.

Dla dowodu zauwanmy, ze pole kwadratu ACJK jest rowne podwojonemu polu
trojkata AKAB — podstavg trojkata AKAB jest bok KA kwadratu, a wysoké tréjkata jest
rowna bokowi CA tego kwadratu. Podobnie, pole mkga AEGD jest rowne podwojonemu
polu trojkata ACAE — podstawy trojkata ACAE jest bok AE prostaita, a wysokéc trojkata
jest rowna bokowi EG prostata. Jednak trojky AKAB i ACAE g przystagce, co wynika z
cechy "bok-lgt-bok" — | KA | = | CA |, | AB | = | AE | igk £X AB jest rowny ltowi
LCAE — 3 zatem majréwne pola, skd wynika,ze pole kwadratu ACJK jest rowne polu
prostokgta AEGD.

Analogicznie (rozwaajac trojkaty ACBF i AHBA mozna udowodni, ze pole
kwadratu CBHI jest rowne polu prostga BFGD. S4d, suma pdél obu kwadratow réwna jest
polu kwadratu AEFB.

4. Twierdzenie odwrotne

Prawdziwe jest nagpujace twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.



4.1. Teza

Rysunek 5. Odwrotne twierdzenie Pitagorasa

Jeili dane g trzy dodatnie liczby a,b i ¢ takiee a2 + b2 = c2, to istnieje trajgko
bokach dtugéci a,b i c, a kt miedzy bokami o dlugeri a i b jest prosty.

Najprawdopodobniej twierdzenie to wykorzystywanetoby wielu staraytnych
kulturach Azji (Chinach, Indiach, Babilonii) i Egig do praktycznego wyznaczanigt&
prostego. Wystarczy bowiem zbudawaojkat o bokach dtugei 3, 4 i 5 jednostek, aby
uzyska kat prosty m¢dzy bokami o diuggciach 3 i 4.

4.2. Dowod

Twierdzenie to mazna udowodni na przykiad metagdsprowadzenia do sprzecZiod

lub przy pomocy twierdzenia cosinuséw.

5. Uogolnienia

Pewne uogélnienia twierdzenia Pitagorasa zostadlape ju przez Euklidesa w jego
Elementach: j@i zbuduje s¢ figury podobne na bokach trgfia prostoktnego, to suma paél

powierzchni dwoéch mniejszycketizie réwna polu powierzchni najgkszej figury.

5.1. Twierdzenie cosinusow

Uogdlnienie twierdzenia Pitagorasa na dowolne, anécznie prostaltne, trojlgty
nosi nazw twierdzenia cosinusOw i znane bylo zju w  staraytnosci:
Jesli w tréjkacie o bokach diugei a,b i ¢ oznacayprzezy miar kata lezagcego naprzeciw
boku c, to prawdziwa jest rowfo
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a” +b° — 2abcosy = ¢



5.2. Twierdzenie Dijkstry o tréjk atach

Trywialny wniosek z twierdzenia cosinusow zgrabsfermutowat Edsger Dijkstra:
Jezeli w dowolnym trojlacie naprzeciw bokow diugoi a,b i ¢ znajduj sie odpowiednio kty

a,B,y, to zachodzi réwni:

sgn(a+ B —7) =sgn(a® + b° — %)

n

gdzieSg oznacza funkgjsignum.

6. Uwagi

Trzeba zauway¢, ze twierdzenie Pitagorasa jest twierdzeniem geoieiklidesowej
i wynika z aksjomatow tej teorii, a w istocie rowvazne jest stynnemu giemu pewnikowi
Euklidesa o prostych rownolegtych. Nie musi¢bgno prawdziwe dla trégtow, ktore
mierzymy w naszym wszeghiecie. Jednym z pierwszych matematykow, ktorzyiztzbie
z tego spraw byt Carl Gauss, ktory bardzo starannie mierzytlkige trojkaty w swoich
badaniach geograficznych, aby sprawdprawdziwa¢ twierdzenia. Na powierzchni kuli
twierdzenie to nie jest jednak prawdziwe — olgauje tam geometria Riemanna.

Ogodlna teoria wzgldnasci méwi, ze w bardzo silnych polach grawitacyjnych — na
przyktad w poblku czarnych dziur — twierdzenie jest falszywe (taahzé obowjzuje
geometria Riemanna). Rownigv olbrzymich skalach kosmicznych to twierdzeniezmby
falszywe w zwazku z krzywizry przestrzeni w wielkiej skali. Jest to jeden z atyeh

problemow kosmologii.
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