Zagadnienia podstawowe dotyczgce metod formalnych w informatyce

 Logika

Analiza jezyka 1 czynnosci badawczych (np. rozumowanie, definiowanie,
klasyfikowanie) w celu poznania takich regul postugiwania si¢ jezykiem
1 wykonywania owych czynnosci, ktore uczynilyby t¢ dziatalnos¢ mozliwie
najbardziej skuteczna.

% Logika formalna
Schematy rozumowan niezawodnych
prawdziwe przestanki - prawdziwe wnioski

¢ Podzial logiki formalnej:
* logika tradycyjna
* wspolczesna

¢ Logika wspolczesna obejmuje:
e rachunek zdan
* rachunek kwantyfikatorow
e wraz z symbolem identycznosci 1 symbolami funkcyjnymi
e zawiera wszystkie tautologie logiczne.

¢ Teoria mnogosci: pozostaje w bliskim zwiazku z logika. Ta cze$¢ teorii, ktora
da si¢ sformutowac¢ w terminach logicznych, obejmuje algebre zbioréw Bool’a.

s Jedyna nauka wczesniejsza — logika.
Stanowi ona podstawe do budowania innych nauk

s Logika w informatyce umozliwia miedzy innymi:
e badanie wlasnosci jezykow programowania
* badanie oprogramowania
e badanie wlasnosci metodologii tworzenia oprogramowania
 specyfikacje poszczegolnych produktéw tworzonych w kolejnych etapach
tworzenia oprogramowania
e programowanie.
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1.1. Rachunek zdan
Zdania logiczne i formuly

Przyktad 1.1

tre$¢ podstawiona pod
zmienng zdaniowa p

tre$¢ podstawiona pod
zmienna zdaniowa p

stata logiczna zw. ’
funktorem zdaniotwérczym

(1) ,,Jablko jest owocem lub nieprawda, ze jablko jest'owocem”- zdanie prawdziwe

tre$¢ podstawiona pod zmienna zdaniom
niepodzielna czgs$¢ zdania) p

(2) ,Jablko jest owocem” - zdanie prawdziwe

Zdanie (2) mozna przeksztatci¢ zawsze w zdanie falszywe:
»Jablko jest warzywem” zdanie falszywe
»Kwiat jest owocem” zdanie falszywe

Zdanie (1) jest zawsze prawdziwe
»Kwiat jest owocem” lub nieprawda , 7e kwiat jest owocem”

Zdanie (1) to formuta zw. prawem wylqczonego srodka

stata logiczna zw. ’

. . funktorem zdaniotworczym . .
zmienng zdaniowa p zmienng zdaniowa p
p lub ni

(pU-p)

Formula generujaca zawsze zdania prawdziwe po podstawieniu za zmienng
zdaniowa(nazwowa) okreslonej tresci nazywa si¢ prawem logicznym.

Przykilad 1.2
s Jesli (jest tak, ze) jesli grzmi, to btyska, to jesli nie btyska, to nie grzmi”
s Jesli (jesli p to q) to (jesli nie q to nie p)

* p-qQ - (—qg-"p formuta zw. prawem transpozycji

L C R

0
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Symbole stale rachunku zdan (symbole funktorow zdaniotwoérczych):

[ -koniunkcja |[]alternatywa | negacja — implikacja | & réwnowaznos$¢
1 lub nie jesl, to wtedy 1 tylko wtedy, gdy
pLq p g oD p-g P
2>012<3 [x=11lub -1 nie jest |z tego, ze |z tego, ze x>0 wynika 2x>0
=-1 dodatnia [x>0 wynika |1 na odwrot

liczba 2x>()

calkowita
Rachunek zdan jest dwuwartosciowy:
* logiczna prawda oznacza 1 (true)
* logiczny falsz oznacza 0 (false)

Jezyk rachunku zdan

s Alfabet rachunku zdan:
1) symbole state logiczne: 1 (true), 0 (false)
2) symbole zmiennych zdaniowych: p, q, r, ...
3) symbole spdjnikow logicznych: -~ , 1,1, -» , &
4) symbole pomocnicze: lewy nawias ”(” oraz prawy nawias ).

¢ Zasady budowania formut

Formuly poprawnie zbudowane, czyli wyrazenia sensowne tego rachunku sa:
1) wyrazenia proste: zmienne zdaniowe p, q, I, ...
2) wyrazenia zlozone:

a) jesli ¢ jest wyrazeniem sensownym, to ~@p jest wyrazeniem sensownym
b) jesli ¢ jest wyrazeniem sensownym i ) jest wyrazeniem sensownym,
to wyrazenia W, ¢, ¢ - P, P= sa takze wyrazeniami sensownym
3) tylko formuty 1) 1 2) sa sensowne
4) jesli formuta ¢ posiada zmienna zdaniowa p, a ) jest innag formuta, to przez
zastapienie kazdego wystapienia p formula Y otrzymujemy formule
oznaczona ¢[Y/p].

Przykiad 1.3

** Wyrazenia sensowne: p -»(qlr), (qUp)Lr
¢ Wyrazenia sensowne po zastapieniu: (pEnp)-(qlr), ((pE~p)Up)lr
¢ Wyrazenia, ktore nie sa sensowne: p —-r, p (Oq)
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Tabela funktorow zdaniotworczych (istniejacych i mozliwych do zdefiniowania):

» funktory jednoargumentowe (dane tabeli sa wartosciami wyrazen np. =1)

a = B C | D
1101 0
Ol1 | 1|00

» funktory dwuargumentowe (dane tabeli oznaczaja wynik wyrazenia np. 101 )

o | Bjdl| | O|d3|dd4| 5 |d6| & | O|d9|d10|dl1|d12|d13|d14|d15/d16
111 I | 1 1 1 1 1 11| o 0 0 0 0 0 0 0
1ttol |1 vt ol ololoOo] 1| 1 1 o] o] oo
0ol 1t /1 ]lolo |1t ]oOoloOol ] 1 ]o] o] 1| o | o
ol o0l 1101 ol 1o 1101 0 1 0 1 0 1 0
Przykilad 1.4
s Nowe funktory jednoargumentowe
B a - nadawanie prawdy kazdemu zdaniu logicznemu
#i ncl ude <stdi o. h>
int B (int); //operator nadawania prawdy
voi d main()
{int a;
for (a=0; a<=1;a++)
printf("\n B % = %",a,B(a));
}
int B(int)
{return 1;}
s Nowe funktory dwuargumentowe
a d10 B - operator logicznej roznicy symetrycznej
#i ncl ude <stdi o. h>
int d10 (int,int); //operator logicznej roznicy symetrycznej
void main()
{int a, b,
for (a=0; a<=l; a++)
for (b=0; b<=1; b++)
printf("\n % d10 % =%", a, b,d10(a, b));
}
int d10 (int a, int b)
{return ! (a==b);}
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Tautologie rachunku zdan

Poprawnie zbudowane formuty rachunku zdan przy pewnych podstawieniach
w miejsce zmiennych zdaniowych staja si¢ zdaniami prawdziwymi lub fatszywymi.

Wyrazenia, ktére przy dowolnych podstawieniach staja si¢ zdaniami
prawdziwymi, sa tautologiami rachunku zdan lub prawami rachunku zdan.

Metody wyznaczania wartosci formut logicznych= metody dowodzenia

* Metoda zero-jedynkowa .
s Metoda skrocona zero-jedynkowa

Wybrane tautologie:

p-p
= (p p)

p=p

p--(=p)

= (7p)-p

(7p-p)-p
(p—-p)—-—p
“p-(p-q)
—(plig) o -pl= q

= (plq) 7 pE q
(=p-—9) -(q-p)
(p-q) - (=q-"p)
(P-Up--9) --p
q-({P-9

plg -~ qlp

plq - qlp
(peq-(qeop)
P-dlb - q

P-P= q - -p
P-4 -[(g-1)-(p-1)]
(plig-1)~[p-(q-1)]
[p-(q-1)]-(plq-1)
P-4 -[(-p-9-d]
P-9-[(p-~9-"p]

zasada sprzecznosci

zasada wylaczonego srodka

zasady podwojnego zaprzeczenia
3925

prawo Claviusa

prawo redukcji do absurdu

prawo Dunsa Szkota

prawa De Morgana

9999

prawa transpozycji proste]
2999
prawo redukcji do absurdu z dwiema zmiennymi
prawo symplikacji
prawa przemiennosci

9999

92999

modus ponens (prawo odrywania)
modus tollens

prawo sylogizmu hipotetycznego

prawo eksportacji

prawo importacji

prawo dylematu konstrukcyjnego
prawo dylematu destrukcyjnego
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Przyktad 1.5
¢ Dowod zerojedynkowy prawa wylaczonego srodka: p lub nie p

#i ncl ude <stdi o. h>
I nt tautologia_1(int);
void main()
{int p;
for (p=0; p<=1; p++)
printf ("\n % lub nie % = %",p,!p,tautol ogia_1(p));
}

Int tautologia 1(int p)
{ return p || !'p; }

¢ Dowdd zerojedynkowy prawa transpozycji:
jesli (jesli p to q) to (jesli nie q to nie p)

#i ncl ude <stdi o. h>
I nt tautologia 2(int,int);
voi d mai n()
{int p,q;
for (p=0; p<=1; p++)
for (g=0;gq<=1; q++)
printf ("\n(% wynika %) wnika (% wnika %) = %",
p,q,q!',p!, tautol ogia_2(p,q));
}
i nt inplikacja(int p, int Q)
{ switch (p)
{ case 1: return 1==q;
case 0: return 1; }
return-1; }
int tautologia 2(int p, int Q)
{int wyni k1=i nplikacja(p,q);
I nt wyni k2=i npli kacja(!q,!p);
return inplikacja(wni k1, wni k2);}

¢ Dowdd skrocong metoda zerojedynkowa prawa transpozycji

#i ncl ude <stdi o. h>
i nt inplikacja(int,int);
void main()
{int p, q;
for (p=0; p<=1; p++)
for (9=0;qg<=1; g++)
i f (inplikacja(!q,!p)==0)
i f (inplikacja(p,q)==1) {printf ("\n falsz");return;}
el se printf ("\'n prawda");

}
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1.2. Rachunek kwantyfikatorow I-rz¢edu

Z terminow 1 twierdzen rachunku zdan robi si¢ uzytek w teorii zwanej
rachunkiem kwantyfikatorow. W rachunku kwantyfikatorow jest jednak
uwidoczniona wewngetrzna struktura zdania prostego.
Wyrdznia sig:
% podmiot np. zmienna nazwowa X
¢ oraz orzeczenie czyli predykat jako L.

Przyklad 1.6

Zdanie proste ,,Russell jest logikiem” zapisano w j¢zyku rachunku
kwantytikatorow w postaci formuty :
L(x) lub Lx tzn. ( x jestlogikiem)
Ta formula staje si¢ zdaniem w wyniku:
e podstawienia jakiej$ nazwy za x
e poprzedzenia danej formuly symbolami, reprezentujacymi stowka kazdy
1 niektory czyli: 1 1 O
(3) Kazdy x jest owocem Oy L(x)
(4) Pewien y jest owocem L L(y)

Terminologia rachunku kwantyfikatorow
Ui O - kwantyfikatory okreslajqce ilos¢
e zmienne X, y - zmienne zwiqzane (indywiduowe)
e rachunek I[-rzedu — predykaty nie sa zwigzane kwantyfikatorem
» zmienne wolne, gdy nie odnosza si¢ do kwantyfikatorow.

Prawdziwos¢ zdan tak zbudowanych zalezy od przedmiotéw, do ktérych odnosza
si¢ zmienne nazwowe np. X, y, Z.

Zdanie (3) jest fatszywe dla zbioru ludzi: Kazdy cztowiek jest lekarzem
Zdanie (4) jest prawdziwe dla zbioru ludzi:  Pewien cztowiek jest lekarzem

Prawami logicznymi rachunku kwantyfikatorow sa jedynie te zdania zbudowane
z predykatow, zmiennych nazwowych oraz kwantyfikatorow, ktore sa prawdziwe
w kazdym niepustym zbiorze przedmiotow, a nie wybranym zbiorze np. ludzi,
liczb. Stad (3) 1 (4) nie sq prawami
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Przyktad 1.7

Przyktady wyrazen prawdziwych ze wzgledu na forme¢ logiczna:
(5) O X Q(X) - DXQ(X)
(6) Ux [P(x) -~ Q)] UL [Q(x) - S®)] -  Lk[P(X)-S(Xx)]

Zdania (5) 1 (6) sa zawsze prawdziwe nie dzigki tresci predykatow czy tresci
zmiennych nazwowych, lecz uktadowi stalych symboli logicznych Llx, [/x oraz —.
Te 1 pozostate symbole rachunku zdan wyznaczaja forme logicznqg wyrazenia
w rachunku kwantyfikatorow.

Jezyk rachunku kwantyfikatorow (nadzbior jezyka rachunku zdan) jest zdefiniowany
przez zbior termow i formul nad pewnym alfabetem oraz zasad ich tworzenia.

Alfabet jezyka rachunku kwantyfikatorow:

1) nieskonczenie wiele zmiennych zdaniowych p, q, r

2) nieskonczenie wiele zmiennych indywiduowych, x,y,z...

3) nieskonczenie wiele parametrow indywiduowych

4) nieskonczenie wiele predykatow n-argumentowych oznaczanych przez L, P,...,
gdzie n=1,2,3,...

5) nieskonczenie wiele symboli funkcyjnych n-argumentowych (symbole
operacji), f,g,h,... gdzie n=1,2,...

6) state logiczne: =,[1[] -, &

7) kwantyfikator ogolny (uogolnienie koniunkcji) [ oraz
kwantyfikator szczegotowy lub egzystencjalny (uogodlnienie alternatywy) [

8) symbol identycznosci =

5) symbole pomocnicze: lewy nawias ( oraz prawy nawias ).

Zasady tworzenia formul poprawnie zbudowanych:

1) Formuta atomowa czyli term sktada si¢ z n-argumentowego predykatu
wraz z nastgpujacymi po nim n-argumentami np Lx, Lxy,...

2) Formula zloZona powstaje z posiadanych juz termoéw L, Q nastepujaco:

2.1) przez poprzedzenie L znakiem negacji

2.2) przez polaczenie L 1 Q znakiem koniunkcji lub alternatywy
lub implikacji lub rownowaznosci

2.3) przez poprzedzenie L kwantyfikatorem
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Aksjomaty i reguly wnioskowania - vjecie Hilberta 1 Bernaysa

Zalozenia:

% Aksjomatami sa wszystkie twierdzenia rachunku zdan oraz wszystkie formutly
podpadajace pod schematy:

(A1) L L(x)- Q(p)
(A2) Q(p) -~ L L(x)

% Regulami pierwotnymi wnioskowania sa: reguta dotaczania kwantyfikatora
ogolnego DU i reguta dolaczania kwantyfikatora egzystencjalnego DE
(DU) Z Q-L(&x) wolno wnosi¢c Q - L L(x)
(DE) Z L(x)-Q wolnownosi¢c [ LX) - Q
w formule Q x nie moze by¢ zmienna wolna
Przyktady falszywych formudt:
e (x<2)-(x<3), wowczas z DU mamy (1<2) - [,(x<3) - implikacja fatszywa
e (x<2)-(x<3), wowczas x DE mamy [} (x<2)- (4<3) - implikacja fatlszywa

¢ Reguly wtorne wnioskowania:

Przyktad 1.8.

Wyprowadzenia wtdrnej reguly

Z L(x) wolno wnosi¢ [, L(x)

(1) L(x) - zalozenie

(2) Lx) - ((p& p)-L(x)) -prawo wylaczonego $rodka
3) (p= p)-L(x) - prawo odrywania z (1) 1 (2)
4) (p= p)- s L(x) - reguta dotaczania DU

(5) Ui L(x) - prawo odrywania z pl& p14
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Przyktad 1.9.
Reguty, ktorych prawdziwos¢ zalezy od wartosci zmiennych wolnych

#i ncl ude <coni 0. h>

#i ncl ude <stdlib. h>

const N=10;

voi d usun(char tab[],int x, int&ile);
voi d dodaj (char tab[], int & le);

void wsw etl (char tab[], int ile);

voi d mai n()
{ char tab[N]; int ile=0,x;
do
{ switch(getch()
{case '1':dodaj(tab,ile); wswetl(tab,ile); break;
case '2' :x=random(ile); usun(tab,x,ile);
wysw etl (tab,ile); break;
case '3':return;}
twhile (1);
}

voi d usun(char tab[],int x, int&ile)

Il reguta 1 [h<x<ile-1 Ox<i<ile-1 (tab[i]=tabl[i+1])
/l reguta prawdziwa dla zmiennej wolnej 0 < ile< N

/I istnieje takie x>=0 i x<=ile-1; (x-zmienna zwigzana przez L))
/I dla kazdego i, gdy i>=x oraz i<ile-1, ze (i-zmienna zwigzana przez [1)
/I jest tab[i]=tab[i+1] (predykat)

{if (ile==0) return;
for (int i=x; i<ile-1;i++) tab[i]=tab[i+1];
Ile--;}

voi d dodaj (char tab[], int & le)

Il reguta 2 [hae<n tablile++]=48+ile)

/l reguta prawdziwa dla zmiennej wolnej N>0

/I istnieje takie ile, ze ile>=0 i ile<N, ze (ile-zmienna zwigzana przez [)
/I jest tab[ile]=48+ile (predykat)

{if (ile<N) tab[ile++]=48+ile;}

void wsw etl (char tab[], int ile)

I/l reguta 3 Oogi<ile (putch(tabli]))
/l reguta prawdziwa dla zmiennej wolnej 0 <ile < N

/I dla kazdego i, gdy i>=0 i i<ile, ze (i-zmienna zwigzana przez [)
Il wyswietl tabli] (predykat)

{for (int i=0; i<ile;i++) putch(tab[i]);
putch(’ ");}
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Najczesciej stosowane twierdzenia z predykatami jednoargumentowymi:

1) OL(X) & =~ L(x) definiowanie [J za pomoca [
2) QLX) o -0~ L(x) definiowanie[Jza pomoca [
3) Ux (Lx)LQ(x)) - (Ux L(x) U LxQ(x))

4) (L) LQ(x)) - (LLx)I Q(x))

5) L(L(x)LQ(x) « (LX) \Q(x))

6) (Lx(Lx)I xQ(x)) —» Ux(L(x)LQ(x))

7) Ux(L(x) - Q(x)) - (LxL(x) - LkQ(x))

8) Lx(L(x) - Q(x)) « "U(L(x)F Q(x))

oraz dwuargumentowymi:
9) LyA(Xy) < OyOA(Xy)
10) CLOLAGxy) < OULAGY)
1T) LU Axy) - L A(xy)

Bezposrednie konsekwencje 1) 1 2) sa prawa De Morgana dla kwantyfikatoréw:

gl XL(X) o L= L(X)
=L L(X) o U= L(x)

Rachunek zdan 7 identycznosciq i funkcjami
Jest to relacja miedzy indywiduami okreslana jako relacja rownowaznosci
(materiat dotyczacy relacji)
(x=y) - (L&x) -~ L(y))
Korzystajac z symbolu identycznosci 1 odpowiednich predykatow mozna
wprowadzac definicyjne symbole funkcyjne.
np.
a) Z predykatu
,,X jest nastgpnikiem y” czyli L(X,y)
mozna przejs¢ do funkcji nastgpnika symbolizowanym litera s:
x=s(y) - L(xy)
b) Z predykatu
,» X jest suma x 1z czyli L(xyz)
mozna przejs¢ do zapisu funkcyjnego
X=y+z o L(Xyz)

Cokolwiek da si¢ wyrazi¢ za pomoca formut funkcyjnych, da si¢ wyrazi¢ za
pomoca formut predykatowych.
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1.3. Teoria schematow wnioskowania — logika przedmiotow

¢ Formuly, ktére sa prawdziwe ze wzgledu na swoja forme¢ logiczna, sa
spetniane przez wszystkie przedmioty z dowolnej (niepustej) dziedziny
rozwazan.

** Mozna je traktowac jako schematy zdan prawdziwych w dowolnej dziedzinie
przedmiotow.

¢ Kazdemu twierdzeniu logiki przedmiotowej w postaci okresu warunkowego
przyporzadkowany jest jednoczesnie pewien schemat poprawnego
wnioskowania, opisany pewna reguta.

Przyktad 1.10

Formuta (5)
poprzednik (zalozZenie) nastepnik (teza)
Uy Ox) - L, Ox)

generuje schemat wnioskowania
0, Ok) Przestanka

. O(x) Wniosek

Formuta (6) Ux [P(x) - Q)] UL [Q(x) - Sx)] -  LKP(Xx)-SX)]
generuje schemat rozumowania

Uy [P(x) - Q(X)]

Uy [Q(®) — S()]

U[P(x) - S(x)]

Kazdemu schematowi wnioskowania jest przyporzadkowane jednoznacznie
twierdzenie w formie implikacji, ktorej poprzednikiem jest koniunkcja przestanek,
za$ nastgpnikiem zdanie wystgpujace w schemacie jako wniosek.

Przyktadem jest rachunek sekwencji Gentzena.
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Twierdzenie o dedukcji

Glosi ono, ze dla udowodnienia implikacji wystarczy z jej poprzednika
wyprowadzi¢ nastepnik, stosujac logiczne reguly wnioskowania.

Niech X bedzie zbiorem jakich$ formutl teorii T, za§ A formula zamknigta (tj. bez
zmiennych wolnych) tejze teorii; jesli z X 1 A, przy zastosowaniu regut wiasciwych teorii T, da
si¢ wydedukowa¢ formuta B, to z X da si¢ wydedukowa¢ implikacja A - B, czyli

jesli X, A |0 B, to X |O (A-B)
Jesli X jest zbiorem pustym mamy: je$li A |0 B, to [0 A-B
Odwrotne twierdzenie o dedukcji:  jesli X [0 A-B,to X, A| B
Pozwala wyprowadza¢ nowe reguly dedukcyjne na podstawie udowodnionych juz formut
logicznych
np. Jesli mamy udowodnione lub przyjete aksjomatycznie: A — (= A)
wowczas mozna przyjac regute: A |0 = (= A) :Z A mozna wydedukowaé == A

Dedukcja naturalna
Intencja jej jest jak najdalej idace przyblizenie logicznej teorii dowodu do rzeczywistej
praktyki dowodowej w matematyce i i innych naukach.

Reguty wprowadzania Reguly opuszczania

(0 AB AlB AlB
ALB A B
@ A B ACB AJ0CB|OC
ALB ALB C
(=) AlO0 A-A - A
A 0 A
(=) A|OB  odpowiednik AA-B
A_LB  twierdzenia o B
dedukcji
(L) B(a) UxB(x)
UxB(x) B(a)
() B(a) [B(x) B(a)|J A
LB(x) A
gdzie a — zmienna nie zwigzana ( wystgpuje w roli parametru) ,

X - zmienna zwiazana,
O- formuta falszywa logicznie

oraz regula

0

A
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Dowody przeprowadzane metoda dedukcji naturalnej to dowody zatozeniowe
(kierujac si¢ regutami wyprowadza si¢ wnioski z zatozen przyjetych na probe):

* dowodd wprost

* dowdd nie wprost.

Przyklad 1.11

Dana jest formuta (p-q)(r-s)dplr) - (qCk).
Nalezy udowodni¢, ze formuta ta jest prawem

(1)
2)
3)
(4)
)
(6)
(7)
(8)

p—-(
r—-S
pllr

zalozenie uzyskane z reguly opuszczania (L))

2999

2999

z reguty opuszczania (L) z (3)

z reguty opuszczania (L) z (3)

z reguly opuszczania (- ) z (1),(4)
z reguty opuszczania (- ) z (2),(5)
z reguty dotaczania (L) z (6) ,(7)

Stad mamy: (p - q)U(r - s)LpLE) - (qLk)

z reguty dotaczania (- ) z (1),(2),(3),(8)
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Zagadnienie zupelnosci systemu dedukcyjnego
Definicje zupelnosci systemu dedukcyjnego:

1) System jest zupelnym zbiorem zdan zawierajacym terminy state P1,..Pn, wtedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kazdego zdania A zawierajacego jako symbole stale jedynie wyrazenia
sposrod P1,...,Pn prawda jest , ze ALS lub (= A) US. Oznacza to ze albo zdanie A albo jego
negacja jest twierdzeniem systemu. Dotyczy to zdan, w ktorych nie wystepuja zmienne
wolne.

2) System jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda poprawnie zbudowana formuta badz
jest twierdzeniem systemu, badZz po dolaczeniu do jego aksjomatow wprowadzi don
sprzeczno$¢. Kazda formuta rachunku zdan spetnia ten warunek. Rachunek
kwantyfikatoréw nie spetnia obu warunkow zupetosci

3) System dedukcyjny logiki jest pelny wtedy 1 tylko wtedy, gdy z jego aksjomatow dadza si¢
wywie$¢ wszystkie zdania bedace zdaniami prawdziwymi w kazdym modelu. Warunek ten
spetniaja rachunek zdan oraz rachunek kwantyfikatoréw I-rzedu.

Niesprzecznos¢

1) Sprzeczno$¢ to stosunek miedzy dwoma zdaniami,
z ktérych jedno stanowi negacj¢ drugiego.
2) Sprzecznos¢ to whasnos¢ zbioru zdan, polegajaca na tym,
ze w zbiorze tym znajduja si¢ lub dadza si¢ z niego wyprowadzi¢ zdania sprzeczne.
3) System jest niesprzeczny, gdy nie ma w nim zadnego takiego wyrazenia @,
ze @ jest teza oraz ~d jest teza.
4) System jest niesprzeczny (przepetniony), gdy nie wszystkie wyrazenia sensowne sag w nim
tezami. Systemy zawierajace klasyczny rachunek zdan spetniaja warunek niesprzecznosci.

Niesprzecznos¢ danego systemu mozna dowie$¢ przez interpretacje na gruncie innego systemu,
ktorego niesprzecznos¢ jest zagwarantowana. Dla systemdw prostych wskazuje si¢ taka ceche,
ktora przystuguje wszystkim aksjomatom systemu np. dla rachunku zdan jest nia tautologia.
Systemami niesprzecznymi sa rachunek zdan i rachunek kwantyfikatorow.

Nierozstrzygalnos¢

Teoria nazywa si¢ rozstrzygalng, gdy istnieje metoda pozwalajaca o kazdym wyrazeniu tej
teorii rozstrzygnac¢ za pomoca skonczonej liczby prob, czy jest ono twierdzeniem danej teorii.

Przyktad: Rachunek zdan jest teoria rozstrzygalna, gdyz efektywnym sposobem rozstrzygania
jest metoda zerojedynkowa.

Rachunek kwantyfikatoréw jest nierozstrzygalny, jedynie jego pewne fragmenty sa
rozstrzygalne: np. rachunek jednoargumentowy, pewne klasy twierdzen okreslone przez swoja
posta¢ normalna( np. nie zawierajace kwantyfikatorow ogolnych lub szczegdtowych, lub ani
jednego szczegdtowego stojacego przed ogdlnym).
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